Лекція №1

з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	  Функції, властивості та графіки основних елементарних функцій.

	Мета заняття
	Повторити й систематизувати знання студентів про функцію, її властивості та графіки.

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект	


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	15 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	50 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання: 
[3], с. 74…75
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 


Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.
Навчальні матеріали лекції
Залежність змінної    від змінної    називається функцією, якщо кожному значенню    відповідає єдине значення  .  
Функцію позначають або однією літерою латинського алфавіту  , , ,   і т.д., або за допомогою рівності  , яка символічно означає залежність між двома змінними.                                                                                                       
При цьому    називають незалежною змінною, або аргументом,   - залежною змінною, або функцією. 
[image: ]Усі значення, які може набувати аргумент функції, називають областю визначення даної функції і позначають . 
Множину всіх значень , яких може набувати функція, називають її областю значень і позначають літерою  (рис. 1).
										                                                                                                              Рис. 1
Елементами множин  і  можуть бути об’єкти найрізноманітнішої природи. Так, якщо кожному многокутнику поставити у відповідність його площу, то можна говорити про функцію, область визначення якої – множина многокутників, а область значень – множина додатних чисел.
Якщо кожній людині поставити у відповідність день тижня, у який вона народилася, то можна говорити про функцію, область визначення якої – множина людей, а область значень – множина днів тижня.
Коли   і   , то функцію  називають числовою.
Числовою функцією з областю визначення  називається залежність, при якій кожному числу  із множини  ставиться у відповідність єдине число .
Дві функції вважаються різними, якщо в них різні області визначення або правила відповідності. Наприклад, функція , задана на проміжку , і функція , задана на множині , різні. А задані на  функції  і
  однакові, оскільки вирази  і  тотожно рівні.
Дві функції називають рівними, якщо їх області визначення однакові і в кожній точці області визначення вони мають рівні значення. Рівними є, наприклад, такі пари функцій:
  і  ,    і  .  
Функцію вважають заданою, якщо вказано її область визначення і правило, за яким за кожним значенням незалежної змінної з області визначення можна знайти значення залежної змінної з області значень.
Функцію можна задати одним з таких способів:
· описово;
· за допомогою формули;
· за допомогою таблиці;
· графічно.
    Усі способи задання функції ніби доповнюють один одного, але іноді виникає потреба перейти від одного способу задання до іншого. Так, за даним графіком чи таблицею буває доцільно підібрати відповідну їм формулу, за формулою скласти таблицю значень функції, побудувати її графік.
   Нагадаємо деякі відомі зі шкільного курсу функції.
1. 


Лінійна функція – це функція, що має вигляд , де к, в – деякі сталі. Графіком цієї функції є пряма. Число к, яке дорівнює тангенсу кута нахилу прямої до додатного напряму осі х, називається кутовим коефіцієнтом.   Якщо к=0, то маємо сталу функцію , якщо в=0, то маємо пряму пропорційність .
2. 
Обернена пропорційність – це функція , де к –  деяка відмінна від нуля стала. Її графіком є гіпербола, розміщена в 1 ї 3 координатних кутах при к>0 і в 2 та 4 координатних кутах при к<0.
3. 





Квадратична функція – це функція , де , в, с – деякі сталі. Її графіком є парабола з вершиною в точці  і з гілками, напрямленими вгору при а>0 і вниз при а<0. парабола перетинає вісь х, якщо , і не перетинає, якщо . При парабола має з віссю абсцис тільки одну спільну точку.
[image: ]Графіком функції  називається множина всіх точок координатної площини з координатами , де перша координата   належить області визначення функції, а друга координата – це відповідне значення функції  у точці .
           Рис. 3[image: ]                                                         Рис. 4

Наприклад, на рисунку 3 зображено графік функції ,
заданої на відрізку , а на рисунку 4 – графік функції  на відрізку . 
Маючи графік функції, можна для будь-якого значення аргументу (з області визначення) вказати відповідне значення функції. Для прикладу знайдемо значення функції  , якщо , користуючись побудованим графіком. Шукаємо на осі  точку з абсцисою , на графіку знаходимо точку М з абсцисою ,  а на осі ординат – ординату точки М, вона дорівнює . Отже, користуючись графіком функції, можна скласти таблицю її значень, тобто графік задає функцію. 
На рисунку 4.а  зображено графік функції , а на рисунку 4.б – графік функції. 

[image: ][image: ]
                               Рис. 4.а                                               Рис. 4.б

[image: ]Наведемо також графік функції , де  - позначення цілої частини числа , тобто найбільшого цілого числа, яке не перевищує  (рис. 4.в)
Область визначення цієї функції  - множина всіх дійсних чисел, а область значень  - множина всіх цілих чисел.

                        Рис. 4.в
[image: ]На рисунку 4.г  наведено графік функції , де  – позначення дробової частини числа  (за означенням 
                        Рис. 4.г
Графічний спосіб задання функції зручний своєю наочністю. Дивлячись на графік, одразу можна з’ясувати властивості функції, яку він задає. Зокрема, можна встановити такі її характеристики:
· область визначення і область значень функції;
· при яких значеннях аргументу значення функції додатні, при яких – від’ємні, при яких дорівнюють нулю;
· на яких проміжках функція зростає, а на яких спадає.
[image: ]Фігура на координатній площині може бути графіком деякої числової функції, якщо будь-яка пряма, перпендикулярна до осі абсцис, має з цією фігурою не більше однієї спільної точки. Наприклад, коло не може бути графіком жодної функції: тут за заданим значенням аргументу  не завжди однозначно знаходиться значення змінної  (рис.5)                                                                         Рис.5
На рисунку 6 зображено графік деякої функції .
[image: ]

Її областю визначення є проміжок , а областю значень – проміжок .
При , ,  значення функції дорівнює нулю.

                                       Рис. 6
Значення аргументу, при якому значення функції дорівнює нулю, називають нулем функції.
Так, числа -3, 1, 5 є нулями даної функції.
Зауважимо, що на проміжках  і  графік функції розташований над віссю абсцис, а на проміжках  і  - під віссю абсцис. Це означає, що на проміжках  і  функція набуває додатних значень, а на проміжках  і  - від’ємних. 
Проміжок, на якому функція набуває значень однакового знака, називають проміжком знакосталості функції.
Наприклад, проміжки  і  є проміжками знакосталості функції .
Зауваження. Під час пошуку проміжків знакосталості функції прийнято вказувати проміжки максимальної довжини. Наприклад, проміжок  є проміжком знакосталості функції  (рис.7), але до відповіді увійде проміжок , який містить проміжок .                                                                                      
Якщо переміщатися по осі абсцис від  до  (рис.7), то можна помітити, що графік функції йде вниз, тобто значення функції зменшується. Кажуть, що на проміжку  функція спадає. Із збільшенням   від  до  графік функції йде вгору, тобто значення функції збільшується. Кажуть, що на проміжку  функція зростає.
Функція  називається зростаючою на множині , якщо більшому значенню аргументу із цієї множини відповідає більше значення функції, 
тобто для будь-яких двох значень  і  з множини , якщо
 , то .
Наприклад, функція  зростаюча (на всій області визначення, тобто на множині ), оскільки, якщо , то , отже, . 
[image: ][image: ]Відповідні точки графіка зростаючої функції при збільшенні аргументу піднімаються (рис. 7)

На рисунку 8   наведено графік зростаючої функції . Дійсно, при  маємо , тобто . 

             Рис. 7                                                                                               Рис. 8           
Функція  називається спадною на множині , якщо більшому значенню аргументу із цієї множини відповідає менше значення функції, 
тобто для будь-яких двох значень  і  з множини , якщо
[image: ] , то .
Наприклад, функція  спадна (на всій області визначення, тобто на множині ), оскільки, якщо , то   , отже, .
 Відповідні точки графіка спадної функції при збільшенні  
Рис. 9                                  аргументу опускаються (рис. 9)
Розглядаючи графік функції  (рис. 4.б), бачимо, що на всій області визначення ця функція не є ні зростаючою, ні спадною. Але можна виділити проміжки області визначення, де ця функція зростає і де спадає. Так, на проміжку  функція  зростає, а на проміжку  - спадає.
[image: ][image: ]Якщо функція на всій області визначення зростає або на всій області визначення спадає, її називають монотонною. Якщо ж функція зростає на деякому проміжку або спадає на ньому, то говорять, що вона монотонна на даному проміжку.
 Наприклад, монотонною є функція , вона на всій області визначення зростає (рис.10)
Функція  монотонна на
                                проміжку , на якому зростає, і на
Рис. 10                    проміжку , на якому спадає.                      Рис. 10.а
[image: ]На всій області визначення вона не монотонна (рис. 10.а).
Характеризуючи властивості функції, часто зазначають також, у яких точках вона має найбільше значення, у яких - найменше. Наприклад, функція  задана на проміжку , у точці  має найбільше значення , а в точці  – найменше значення, яке дорівнює  (рис.10.б).

   Рис. 10.б                                                                                                     
          
	Алгоритм дослідження функції на монотонність
Щоб дослідити функцію на монотонність, треба:
1) вибрати будь-які два значення  і  з області визначення функції такі, що ;
2) скласти різницю  і з’ясувати (якщо це можливо), чи буде вона додатною (від’ємною) і, користуючись означенням числової нерівності, переконатися, що
  .


    Серед функцій розрізняють парні й непарні функції. Спільною властивістю парних і непарних функцій є те, що областю визначення кожною з них є множина значень , симетрична відносно початку відліку, тобто точки .
Функція  називається парною, якщо для будь-якого значення  з області визначення виконується рівність .
[image: ]
Інакше кажучи, у парних функцій їх значення для протилежних значень аргументу рівні. Графік парної функції симетричний відносно осі  (рис.11)

        Рис. 11

[image: ]Функція  називається непарною, якщо для будь-якого значення  з області визначення виконується рівність
 .
Графік непарної функції симетричний відносно початку координат (рис. 11.а)
                                                                                                           Рис. 11.а
	Алгоритм дослідження функції на парність і непарність
Щоб дослідити функцію на парність чи непарність, треба:
1) перевірити виконання умови: для будь-якого  з області визначення число  також належить області визначення, тобто перевірити, чи є область визначення даної функції множиною, симетричною відносно початку відліку ;
2) перевірити виконання умови:  чи 





Питання та завдання до контролю знань студентів
       1. Дослідити на парність і непарність функцію:


         а) ;  в)  .
       2.   Чи існують функції, які одночасно і парні і непарні ?
       3.   Чи може зростаюча функція бути: а) парною, в) непарною ?

       4.   Доберіть коефіцієнти а, в, с, к так, щоб функція : 
             а) парною;
             б) непарною;
             в) і парною, і непарною;
             г) зростаючою;
            д) спадною

5.   Знайдіть область визначення функції: 







         1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) ;   6) ; 7) 

Домашнє завдання:
 	[3], с. 74…75


	
	Розробив: викладач   Коба Ю.В.
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Протокол №     від          .2017 р.
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Лекція №2

з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	  Наближене розв’язування рівнянь.

	Мета заняття
	Сформувати навички наближеного розв’язування рівнянь

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект	


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	15 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	50 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання: 
[3], с. 80…84
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 


Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.

Навчальні матеріали лекції
Дослідження рівнянь, відокремлення їх коренів
Графічний метод розв’язування рівнянь

Нехай задано неперервну функцію   і потрібно знайти деякі або всі корені рівняння  .           (1)
Здебільшого корені цього рівняння можна знайти лише наближено. Процес розв’язування даного рiвняння складається з двох етапiв: вiдокремлення коренiв та уточнення коренiв.
		Відокремлення коренів
Корiнь вважається вiдокремленим на вiдрiзку, якщо на ньому рiвняння не має iнших коренiв. Є два способи вiдокремлення коренiв: графiчний та аналiтичний.
Розглянемо графічний метод розв’язування рівнянь.
Для наближеного розв’язування рівняння (1)  будують графік функції  . Абсциси точок перетину цього графіка з віссю абсцис і є коренями рівняння (1). Оскільки практично графік функції   точно побудувати важко, то цим методом можна визначити лише наближені значення коренів рівняння (1).
Приклад 1. Знайти графічним методом додатний корінь рівняння

Розв’язок . Складаємо таблицю значень функції  
	
	0
	0,5
	1
	1,5
	2

	
	-4
	-4,375
	-3
	0,875
	8


З таблиці видно, що принаймні один корінь міститься між  1  і  1,5 , бо значення в цих точках різних знаків.
За даними таблиці будуємо графік і бачимо, що наближене значення кореня - 1,4
Відповідь:  



                                                          1    1,5                                       
                                                                                         
                                                                                        
                                                  -4                   


У деяких випадках  рівняння (1) зручно подати у вигляді  , а потім побудувати графіки двох функцій   і .
Коренями рівняння (1) будуть абсциси точок перетину графіків функцій 
 і .
Аналiтичний метод
Цей метод базується на деяких властивостях неперервних функцiй, що вивчаються в курсi вищої математики. Сформулюємо без доведення вiдповiднi теореми.
Теорема 1 (iснування кореня). Якщо функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a, b] i приймає на кiнцях цього вiдрiзка значення рiзних знакiв, тобто f(a)f(b) < 0, то всерединi вiдрiзка [a, b] iснує принаймнi один корiнь рiвняння f(x) = 0.
Теорема 2 (iснування та єдиностi кореня). Якщо функцiя f(x) неперервна i монотонна на вiдрiзку [a, b] i приймає на кiнцях цього вiдрiзка значення рiзних знакiв, тобто f(a)f(b) < 0, то всерединi вiдрiзка [a, b] рiвняння (1) має корiнь, причому єдиний.
Неперервна функцiя називається монотонною на промiжку [a, b], якщо вона або тiльки зростає, або тiльки спадає на ньому.
Теорема 3 (iснування та єдиностi кореня). Якщо функцiя f(x) неперервна i диференцiйована на вiдрiзку [a, b] i приймає на кiнцях цього вiдрiзка значення рiзних знакiв, тобто f(a)f(b) < 0, а похiдна f0(x) зберiгає знак всерединi вiдрiзка [a, b], то рiвняння (1) має на промiжку [a, b] корiнь, причому єдиний.
Для того, щоб довести, що похiдна зберiгає знак всерединi вiдрiзка [a, b], потрiбно показати, що [a, b] повнiстю мiститься в одному з промiжкiв знакосталостi функцiї y = f0(x).
Розглянемо другий етап наближеного розв’язання рiвнянь – уточнення коренiв. Для уточнення коренів нелінійного рівняння з заданою похибкою [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image129.png] на деякому відрізку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image131.png]  в інженерній практиці найбільш широко використовують:
   метод половинного ділення (метод бісекції);
   метод хорд (метод пропорційних частин);
   метод дотичних (метод Ньютона);
   комбінований метод (метод хорд та дотичних);
   метод ітерацій (метод послідовних наближень).
Всі ці методи являються ітераційними, тобто побудовані на алгоритмах, в яких одна з їх частин повторюється багаторазово, при чому кількість повторень залежить від початкових даних (від задано( користувачем похибки, від відрізка дослідження та інше).
Розглянемо деякі з них.
Метод половинного ділення
Постановка задачі
Нехай маємо рівняння [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image132.png], де [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image133.png] – неперервна, монотонна нелінійна функція, яка має на відрізку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image135.png] єдиний корінь [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image137.png], тобто добуток [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image139.png], причому [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image141.png], де [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image143.png] – задана похибка обчислень. Потрібно знайти значення кореня [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image145.png] з заданою похибкою [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image146.png] (рис. 1).
     [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image148.jpg]
     Рисунок 1 – Графічна інтерпретація методу половинного ділення
Алгоритм методу (рис.4.9) оснований на багатократному ділені навпіл і звужуванні досліджуваного відрізка [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image149.png], який отримали в результаті попереднього дослідження функції [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image151.png] (відокремлення коренів).
Метод половинного ділення – це найпростіший метод уточнення кореня рівняння. Він сходиться для будь-яких неперервних функцій [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image153.png], в тому числі недиференційованих. Швидкість сходження невелика
[image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image154.png].
[bookmark: algoritmmetodu]     Алгоритм методу
1. На відрізку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image156.png] вибираємо точку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image157.png], яка розділяє його на два рівних відрізки [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image159.png] і [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image161.png], довжина яких рівна і знаходиться за формулою
[image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image163.png]
2. Перевіряємо чи [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image165.png], якщо так, то [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image167.png] – точний корінь початкового рівняння і переходимо до пункту 6.
3. У випадку, коли [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image169.png], то з двох отриманих відрізків [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image171.png] і [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image173.png] вибираємо той, на кінцях якого функція [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image175.png] приймає значення протилежних знаків, тобто, якщо [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image177.png], тоді залишаємо відрізок [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image179.png] і точку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image181.png] переносимо в точку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image183.png] ([image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image185.png]); якщо[image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image187.png], то залишаємо відрізок [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image189.png] і переносимо точку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image191.png] в точку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image193.png] ([image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image194.png]) і переходимо до пункту 1.
4. Процес ділення відрізка навпіл виконується доти, поки на якомусь етапі, або середина відрізка буде коренем, або буде виконана умова закінчення ітераційного процесу: [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image196.png].
5. У цьому випадку за наближене значення кореня вибирають [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image198.png].
6. Вивід результатів. Кінець алгоритму.
7. Відомо, що при цьому похибка не перевищує [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image200.png], де [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image202.png] – число ітерацій.

Метод хорд.
Метод хорд
Метод хорд є одним з найбільш поширених методів розв’язання алгебраїчних і трансцендентних рівнянь. В літературі він також зустрічається під назвою "метод лінійного інтерполювання" і "метод пропорційних частин".
Постановка задачі
Розглянемо рівняння [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image206.png], де [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image207.png] неперервна нелінійна функція, яка на відрізку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image208.png] монотонна, диференційована і має єдиний корінь [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image209.png] (тобто [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image210.png]). Потрібно знайти наближене значення кореня [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image212.png] з заданою похибкою [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image214.png].
Суть методу хорд полягає в тому, що на достатньо малому відрізку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image216.png] дуга функції [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image217.png] замінюється хордою ab, яка її стягує. За наближене значення кореня приймається точка х1перетину хорди з віссю [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image218.png](рис.4.11.а).
[image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image221.jpg]
     Рисунок 4.11 – Графічна інтерпретація методу хорд і процедури визначення рухомого кінця хорди

Рівняння хорди, яка проходить через точки має вигляд
     [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image222.png]     (4.4)
Знайдемо значення [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image224.png], для якого [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image226.png], тобто для нерухомого кінця:
     [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image228.png]     (4.5)
Ця формула називається формулою методу хорд. Тепер корінь [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image230.png] знаходиться всередині відрізка [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image232.png]. Значення кореня [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image234.png] можна уточнити за допомогою метода хорд на відрізку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image235.png], тоді нове наближене значення кореня х2 знаходиться за формулою
     [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image236.png].
Аналогічна для всякого [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image238.png]-го наближення до точного значення кореня [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image240.png] даного рівняння використовується формула:
     [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image241.png]     (4.6)
Процес стягування хордою продовжується багаторазово доти, поки не одержано наближений корінь із заданим степенем точності
     [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image243.png]     (4.7)
де [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image245.png] – наближені значення коренів рівняння [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image247.png], відповідно на [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image249.png] і [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image251.png]-му ітераційному кроці; [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image253.png] – задана точність обчислень.
Слід відмітити, що розглянутий випадок (рис.4.11.а) перетину функції [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image255.png] відрізку [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image256.png] не є єдиним. Існує ще три варіанти перетину функції, кожний з яких відрізняється напрямком побудови хорд і відповідно рухомими кінцями відрізку. Наприклад, на рис.4.11.а,б рухомий кінець відрізку а, а на рис.4.11.в,г рухомий кінець – [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image257.png] і відповідно формула 4.5 для нього має вигляд:
     [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image258.png]
Для автоматизації цього алгоритму необхідно розробити правило для автоматичного вибору рухомого кінця хорди і відповідно формули для обчислення наближеного значення кореня. Існує два правила визначення рухомого кінця хорди.
Правило 1. Нерухомим кінцем відрізка є той, для якого знак функції співпадає із знаком другої похідної. Якщо [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image260.png], то нерухомим є кінець [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image262.png], а всі наближення до кореня [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image263.png] лежать зі сторони кінця [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image264.png]. Якщо [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image266.png], то нерухомим є кінець [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image268.png], а всі наближення до кореня [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image269.png] лежать зі сторони кінця [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image270.png] (рис.4.11.а,б,в,г).
Правило 2. Якщо добуток першої на другу похідну функції [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image271.png] більший за нуль: [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image272.png], то рухомий кінець [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image274.png]; якщо добуток першої на другу похідну менший за нуль: [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image275.png], то рухомий кінець [image: http://posibnyky.vntu.edu.ua/met/m1_t1_lecture4_src/m1_t1_lecture4_image277.png]



Питання та завдання до контролю знань студентів
(1) Назвіть етапи розв’язування рівняння .
(2) Який ви знаєте методи уточнення коренiв?
(3) Сформулюйте теореми, на яких грунтується аналiтичний метод вiдокремлення коренiв.
(4) В чому суть методу хорд та методу половинного поділу? Запишiть розрахунковi формули для них.

Домашнє завдання: [3], с. 80…84
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Лекція №3

з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	  Задачі мат. статистики. Генеральна та вибіркова сукупності.

	Мета заняття
	сформувати уявлення про предмет вивчення математичної статистики; працювати  над усвідомленим розумінням змісту понять: генеральна та вибіркова сукупність

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект	


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	15 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	50 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання: 
[2], с. 181…183
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 


Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.
Навчальні матеріали лекції
Математична статистика - це сучасна галузь математичної науки, яка займається статистичним описом результатів експериментів і спостережень, а також побудовою математичних моделей, що містять поняття ймовірності. Теоретичною базою математичної статистики служить теорія ймовірностей.
В структурі математичної статистики традиційно виділяють два основні розділи: описова статистика і статистичні висновки (рис. 1.1).
[image: http://westudents.com.ua/imag/stat/rud_mst/image001.jpg]
Рис. 1.1. Основні розділи математичної статистики
Описова статистика використовується для:
1) узагальнення показників однієї змінної (статистика випадкової вибірки);
2) виявлення взаємозв'язків між двома і більше змінними (кореляційно-регресійний аналіз).
Описова статистика дає можливість отримати нову інформацію, швидше зрозуміти і всебічно оцінити її, тобто виконує наукову функцію опису об'єктів дослідження, чим і виправдовує свою назву. Методи описової статистики покликані перетворити сукупність окремих емпіричних даних на систему наочних для сприйняття форм і чисел: розподіли частот; показники тенденцій, варіативності, зв'язку. Цими методами розраховуються статистики випадкової вибірки, які служать підставою для здійснення статистичних висновків.
Статистичні висновки надають можливість:
1) оцінити точність, надійність і ефективність вибіркових статистик, виявити похибки, які виникають у процесі статистичних досліджень (статистичне оцінювання);
2) узагальнити параметри генеральної сукупності, отримані на підставі вибіркових статистик (перевірка статистичних гіпотез).
Головна мета наукових досліджень - це отримання нового знання про великі класи явищ, осіб або подій, які прийнято називати генеральною сукупністю.
Генеральна сукупність - це повна сукупність об'єктів дослідження, вибірка - її частина, яка сформована певним науково обгрунтованим способом2.
Термін "генеральна сукупність" використовується тоді, коли йдеться про велику, але кінцеву сукупність досліджуваних об'єктів. Наприклад, про сукупність абітурієнтів України у 2009 році або сукупність дітей дошкільного віку міста Дніпро. Генеральні сукупності можуть сягати значних обсягів, бути скінченими і нескінченими. На практиці, як правило, мають справу зі скінченими сукупностями. І якщо відношення обсягу генеральної сукупності до обсягу вибірки складає більш, ніж 100, то, за словами Гласса і Стенлі методи оцінювання для скінчених і нескінчених сукупностей дають у сутності однакові результати. Генеральною сукупністю можна називати і повну сукупність значень якоїсь ознаки. Приналежність вибірки до генеральної сукупності є головною підставою для оцінки характеристик генеральної сукупності за характеристиками вибірки.
Основна ідея математичної статистики базується на переконанні про те, що повне вивчення всіх об'єктів генеральної сукупності в більшості наукових завдань або практично неможливе, або економічно недоцільне, оскільки вимагає багато часу і значних матеріальних витрат. Тому в математичній статистиці застосовується вибірковий підхід, принцип якого показано на схемі рис. 1.2.
[image: http://westudents.com.ua/imag/stat/rud_mst/image002.jpg]
Рис. 1.2.
Схема застосування методів математичної статистики Згідно з вибірковим підходом використання математико-статистичних методів може проводитися у такій послідовності (див. рис. 1.2):
1) із генеральної сукупності, властивості якої підлягають дослідженню, певними методами формують вибірку - типову але обмежену кількість об'єктів, до яких застосовують дослідницькі методи;
2) в результаті методів спостережень, експериментальних дій і вимірювань над об'єктами вибірки отримують емпіричні дані;
3) обробка емпіричних даних за допомогою методів описової статистики дає показники вибірки, які називаються статистиками - як і назва дисципліни, до речі;
4) застосовуючи методи статистичних висновків до статистик, отримують параметри, які характеризують властивості генеральної сукупності.
Приклад 1.1. З метою оцінки стабільності рівня знань (змінна X) проведено тестування рандомізованої вибірки студентів обсягом n. Тести містили по m завдань, кожне з яких оцінювалося за системою балів: "виконано"" - 1, "не виконано" - 0. Чи залишилися середні поточні досягнення студентів X на рівні минулих років /г?
Примітка:Рандомізована вибірка (від анг. random - випадковий) - це репрезентативна вибірка, яка сформована за стратегією випадкових випробувань.
Послідовність рішення:
1) висунути змістовну гіпотезу типу: "якщо поточні результати тестування не відрізнятимуться від минулих, то можна вважати рівень знань студентів незмінним, а навчальний процес - стабільним";
2) сформулювати адекватну статистичну гіпотезу, наприклад, нуль-гіпотезу Н0 про те, що "поточний середній бал X статистично не відрізняється від середнього показника минулих років /г "
3) побудувати емпіричні розподіли досліджуваної змінної X;
4) розрахувати вибіркові статистики, наприклад, середнє, дисперсію і т.д.;
5) визначити (при необхідності) кореляційні зв'язки, наприклад, між змінною X та іншими показниками, побудувати лінії регресії;
6) перевірити відповідність емпіричного розподілу нормальному законові;
7) оцінити значення точкових показників та довірчий інтервал параметрів, наприклад, середнього;
8) визначити критерій для перевірки статистичних гіпотез;
9) виконати перевірку статистичних гіпотез на основі вибраних критеріїв;
10) сформулювати рішення щодо статистичної нуль-гіпотези на певному рівні значущості;
11) перейти від рішення про прийняття або відхилення статистичної нуль-гіпотези до інтерпретації висновків щодо гіпотези змістовної;
12) сформулювати змістовні висновки.
Отже, якщо узагальнити перераховані вище процедури, застосування статистичних методів складається з трьох основних блоків:
- перехід від об'єкта реальності до абстрактної математико-статистичної схеми, тобто побудова імовірнісної моделі явища, процесу, властивості;
- проведення розрахункових дій власно математичними засобами в рамках імовірнісної моделі за результатами вимірювань, спостережень, експерименту і формулювання статистичних висновків;
- інтерпретація статистичних висновків щодо реальної ситуації й ухвалення відповідного рішення.
Запитання:
1. Охарактеризуйте основні розділи математичної статистики.                                        2. В чому полягає основна ідея математичної статистики?                                               3. Охарактеризуйте співвідношення генеральної і вибіркової сукупностей.                               4. Поясніть схему застосування методів математичної статистики.                                           5. Укажіть перелік основних завдань математичної статистики.                                             
Домашнє завдання: [2], с. 181…183
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Лекція №4

з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	  Статистичний розподіл вибірки.

	Мета заняття
	домогтися засвоєння змісту понять: статистичний ряд, об'єм вибірки, частота вибірки, відносна частота вибірки, полігон частот і гістограма

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект	


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	15 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	50 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання: 
[2], с. 183…185
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 


Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.
Навчальні матеріали лекції
Нехай вивчається деяка випадкова величина Х, закон розподілу якої невідомий. З цією метою над випадковою величиною Х проводиться ряд незалежних випробувань (вимірів). Результати вимірювань заносять в таблицю, що називають статистичним рядом, яка є первинною формою опису статистичного матеріалу і може бути оброблена різними способами, наприклад:
а) статистичним розподілом вибірки називається таблиця, в якій вказані значення х ознаки Х у зростаючому порядку (в цьому випадку значення утворюють дискретний варіаційний ряд, самі значення ознаки називаються варіантами), а також відповідні частоти або відносні частоти
[image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image006.jpg]
де n=n1+n2+…nk, [image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image008.gif], якщо i>j, [image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image010.gif];
б) якщо згрупувати значення ознаки в зростаючому порядку в інтервалі довжиною h (крок інтервалу), то одержимо інтервальний варіаційний ряд. Вказавши число ni значень ознаки, що попали в і-ий інтервал, і звівши дані в таблицю, одержимо статистичний розподіл інтервального варіаційного ряду
[image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image012.jpg]
де весь інтервал значень [image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image014.gif]  [image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image016.gif].
в) статистичною (емпіричною) функцією розподілу вибірки називається закон зміни частоти події X<x в даному статистичному матеріалі:
[image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image018.gif],          (1)
де n(x) – число значень варіант, для яких [image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image020.gif] , n – об’єм вибірки; тобто щоб знайти, наприклад, F*(x3), потрібно число варіант, менших х3, розділити на весь об’єм вибірки n.
Для наочного зображення статистичних розподілів використовують графіки та діаграми.
Приклад 1. Скласти таблицю статистичного розподілу розміру Х чоловічого взуття, яке продане магазином протягом дня: 39, 40, 41,40, 43, 41, 44, 42,40,42, 41, 41, 43, 42, 39, 42, 43, 41, 42, 41, 38, 42, 42, 41, 40, 41, 43, 39, 40, та побудувати полігон та кумуляту.
Рішення. Таблиця розподілу дискретного ряду має вигляд:
[image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image048.jpg]
[image: Описание: Без Имени-1]  [image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image052.jpg]
Приклад 2. Побудувати гістограму відносних частот розподілу в першому стовпці вказано частинні інтервали, в другому – сума частот варіант частинного інтервалу:
2 – 5 9
5 – 8 10
8 – 11 25
11 – 14 6
[image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image054.jpg]
Рішення. Складемо таблицю, де n=9+10+25+6=50,[image: http://elib.lutsk-ntu.com.ua/book/knit/vm/2011/11-47/page9.files/image056.gif].
 
[image: Описание: 3]
 

Домашнє завдання: 
[2], с. 183…185
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Лекція №6

з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	Вектори і дії над ними. 
Скалярний добуток векторів. Векторний добуток вектрорів.

	Мета заняття
	повторити, узагальнити й систематизувати отримані раніше знання про вектор та дії над векторами, заданими координатами

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект	


 Час –   80   хвилин	
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1], с. 269…270 

	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 1. – 295 с.
2. Дутка, Г.Я. Практикум з математики для економістів [Текст] / Г. Я. Дутка.- Львів: Львівський банківський коледж, 1998. – 362 с.
		Навчальні матеріали лекції
Векторна величина на відміну від скалярної задається не лише своїм чисельним значенням, а й напрямом (швидкість, прискорення, сила та ін.).
  Геометрично вектор являє собою напрямлений відрізок і позначається , або , де точка А – початок вектора, а В – його кінець.

                

                     Рис.1
  Відстань між початком вектора і його кінцем називають довжиною (або модулем) вектора і позначають  , або  .
  Вектори, які лежать на одній прямій або паралельних прямих, називають колінеарними.

                                                                                   
                                                                       
             Рис.2                                         

Вектори    і    рівні, якщо вони колінеарні, мають однакові модулі і однакові напрями.

                                         
                                                         
                         Рис.3                             
  Два вектори називають протилежними, якщо вони колінеарні, мають однакові модулі і протилежні напрями.
                                                                                     
                                                                                     
                                                                                     
             Рис.4                                                                          
  Вектор, початок і кінець якого збігаються, називають нуль-вектором. Напрям його не визначений.
  Вектор, довжина якого дорівнює одиниці, називають одиничним вектором.
  Одиничний вектор, напрям якого збігається з напрямом вектора , називають ортом вектора  і позначають .
  Вектори можна вільно переміщувати по площині (у просторі). Тому в аналітичній геометрії їх називають вільними.
  Кутом між векторами  і , зведеними до спільного початку, називають найменший кут, на який треба повернути вектор  навколо спільного початку, щоб він збігся з вектором . 
                                                                                                                     
                                                                                                                
                                                                                                                      
          Рис.5                                                                                                        

  Три вектори називають компланарними, якщо вони лежать в одній або паралельних площинах.
  Зокрема, три вектори компланарні, якщо два з них або всі три колінеарні, або хоча б один з них – нуль-вектор.

Лінійні операції над векторами.

До лінійних операцій над векторами належать:
1) додавання (віднімання) векторів;
2) множення вектора на число (скаляр).
  Сумою векторів  і  називають вектор , який сполучає початок вектора  з кінцем вектора  за умови, що вектор  прикладений до кінця вектора .
                                                                                       
     правило                                                                      
    трикутника                                    Рис.6                                      

  Суму двох векторів можна будувати також за правилом паралелограма.
                                                                                               
                                                                                            
                                                                                                        
                                                           Рис.7                                        
  Віднімання векторів визначається як дія, обернена додаванню.
  Різницею векторів  і  називають вектор , який у сумі з вектором  складає вектор , або, іншими словами, це вектор, що сполучає кінець вектора  з кінцем вектора  за умови, що  і  прикладені до спільного початку.
                                                                                        
                                                                                              
                                                                                           
                                                                 Рис.8                     

Добутком вектора  на скаляр  називають вектор  такий, що = і напрям якого збігається з напрямом вектора , якщо , або протилежний до напряму вектора , якщо . Так на рис.9 зображено вектори  , 4, -2.
                                                                                                                              
    Рис.9                                       4                                         -2                                     
  З означення множення вектора на число випливає, що коли вектори колінеарні, то існує єдине число  таке, що =, і навпаки, якщо =, то 
 і  колінеарні.
  Сформулюємо властивості лінійних операцій над векторами:
1. .
. .
3. .
4. .
5. .
6. .
7. .

Дії над векторами.

Нехай вектори задані своїми координатами, тобто
, ,
тоді
                   

                         
Іншими словами, при додаванні векторів їхні відповідні координати додають; при множенні вектора на скаляр координати вектора множать на цей скаляр.
  Вектори  і  рівні тоді і тільки тоді, коли рівні їхні відповідні координати:
    .

Колінеарність векторів.

  З’ясуємо умови колінеарності векторів  і , заданих своїми координатами. Нехай  , тоді  = , де  - деяке число. Тоді 
  .
  Звідси 
              ,   ,   
тобто
                                           (3)             
Отже, координати колінеарних векторів пропорційні. І навпаки, якщо координати двох векторів пропорційні, то ці вектори колінеарні.

Скалярним добутком двох векторів    і    називають число , що дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута між ними:
                                             
Якщо хоча б один із векторів    чи    нульовий, то за означенням
                                                       .
Оскільки виконуються рівності
                   ,    
то    
                                         

Геометричний зміст скалярного добутку: скалярний добуток двох векторів дорівнює добутку довжини одного вектора на проекцію на нього другого вектора (рис.1).
                                                                                                        
                                                                                                      
                                                                                                     
                                                                                                             

Тоді
                                           (1)

Формула  (1) – робоча формула для обчислення проекції вектора на вектор (або вісь).

Властивості скалярного добутку.

Алгебраїчні властивості скалярного добутку:
1.  ;
2.  ;
3.  .

Геометричні властивості скалярного добутку:
1. якщо   та   , то  , якщо кут  гострий, і , якщо кут  тупий;
2. скалярний добуток двох ненульових векторів дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли ці вектори перпендикулярні;
3. скалярний квадрат вектора дорівнює квадрату його довжини, тобто 
                                        ,
звідки                                .   (2)

Умова перпендикулярності двох векторів.

  Ненульові вектори   і   перпендикулярні тоді і тільки тоді, коли їхній скалярний добуток дорівнює нулю:
                                     
Зокрема:
                            ,    ,  

Вираз скалярного добутку через координати. Кут між векторами.

Нехай вектори   і   задані своїми координатами
                      , .
Тоді 
                                        (3)
Висновки з формули (3) такі:
1. умова перпендикулярності векторів   і  :

                                            ;
2. довжина вектора :  ;

3. косинус кута між векторами   і  :

       .
Векторним добутком вектора  на вектор  називають вектор , який задовольняє такі три умови:
  1) модуль вектора  обчислюють за формулою:
                                  ,
де   - кут між векторами  і ;
  2) вектор  перпендикулярний до кожного з векторів  і ;
  3) вектори  ,  і  утворюють праву трійку, тобто якщо дивитися з кінця результуючого вектора , то найкоротший поворот від першого вектора  до другого вектора  видно проти годинникової стрілки (рис.1).
                                                                                                   
                                                                                                     
                                                                                                      
                Рис.1                                                                            
                                                                                                       
  Позначення векторного добутку:  ,  .
  З означення векторного добутку безпосередньо випливають векторні рівності між ортами         :      

                              


Властивості векторного добутку.

Розглянемо алгебраїчні та геометричні властивості векторного добутку:
1) геометричний зміст векторного добутку: модуль векторного добутку дорівнює площі паралелограма, побудованого на прикладених до спільного початку векторах  і  (рис.2).
                                                                              
                                                                             
                                                                             
                                          S                   Рис.2                

2) антикомутативність множення:
          
3) ;  ;
4) ;
5) два ненульові вектори   колінеарні тоді і тільки тоді, коли векторний добуток цих векторів дорівнює нуль-вектору, тобто

                                        
Зокрема, 
                                 

Зауваження. Якщо відомі координати вершин трикутника АВС, то його площу доцільно шукати за формулою

                                              

Векторний добуток векторів, заданих координатами.

Нехай вектори ,  задані своїми координатами у ПДСК. Тоді векторний добуток знаходять за формулою

                                          
або 
            
Питання для самоперевірки:
1. Що таке вектор?
2. Які вектори називаються колінеарними, компланарними?
3. Назвіть лінійні операції над векторами.
4. Назвіть умову колінеарності та перпендикулярності векторів.
      5. Як знаходиться скалярний та векторний добуток векторів?

Домашнє завдання:   [1], с. 269…270 


Лекція №7

з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	Прямокутна система координат. Відстань між точками площини.

	Мета заняття
	повторити, узагальнити й систематизувати отримані раніше знання про вектор та дії над векторами, заданими координатами

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект	


 Час –   80   хвилин	
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1], с. 279…281, [5]с. 79…81     

	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 1. – 295 с.
2. Дутка, Г.Я. Практикум з математики для економістів [Текст] / Г. Я. Дутка.- Львів: Львівський банківський коледж, 1998. – 362 с.
		Навчальні матеріали лекції
Точку О й упорядковану трійку некомпланарних векторів  , ,   (базису) називають декартовою системою координат у просторі.
  Точка О – початок координат, а осі, які проходять через початок координат у напрямі базисних векторів, називають осями координат.
  Упорядковану трійку одиничних попарно ортогональних векторів , ,  (, , ) називають ортонормованим базисом.
  Прямокутною декартовою системою координат (ПДСК) у просторі називають декартову систему, базис якої ортонормований, і позначають її через  ( - вісь абсцис,  - вісь ординат,  - вісь аплікат (рис.1)).
                                                                                                               
                                                                                                               
                                                  М3                                                                
                                                                                                                       
                                                           М                                                                
                                                                  М2                                                              
                                          О                                                                                  
      Рис.1                                                                                                                          
                                  М1                  М0                                                                                   

Розклад вектора за ортами координатних осей.

  Нехай  - довільний ненульовий вектор простору, сумістимо його початок з початком координат:  (рис.1).
  Проведемо через точку М площини, паралельні координатним площинам. Точки перетину цих площин з осями координат позначимо через М1, М2 та М3. Дістанемо прямокутний паралелепіпед, однією з діагоналей якого є вектор . Тоді   ,  ,  .
  Позначимо   ,  ,  .
  Враховуючи векторні рівності
 ,  ,  , 
  , 
дістанемо
                               (1)
  Ця формула є основною у векторній алгебрі і називається розкладом вектора  за ортонормованим базисом , , .
  Векторну рівність (1) у символічній формі ще записують так:
          ,  або  .


Довжина вектора. Напрямні косинуси.

Довжину (модуль) вектора  обчислюють за формулою
                           
  Ця формула безпосередньо випливає з того факту, що квадрат діагоналі прямокутного паралелепіпеда дорівнює сумі квадратів його ребер.
  Оскільки координати вектора  - це проекції вектора  на координатні осі, то                      
де  , ,  - кути, які вектор  утворює з осями координат , ,  відповідно (рис.2)                                                                          
                                                                                                    
                                                                                  
                                                                                        
                                                                                                  
           Рис.2                                                                      
                                                                                                                  

  Тоді         (2)
  Косинуси , ,  кутів , ,  називають напрямними косинусами вектора ; вони визначають напрям вектора    в системі  і задовольняють рівність 
                     
  Звідси випливає, що орт вектора  має вигляд
                       ,
де напрямні косинуси визначають за формулою (2).

Дії над векторами.

Нехай вектори задані своїми координатами, тобто
, ,
тоді
                   

                         
Іншими словами, при додаванні векторів їхні відповідні координати додають; при множенні вектора на скаляр координати вектора множать на цей скаляр.
  Вектори  і  рівні тоді і тільки тоді, коли рівні їхні відповідні координати:
    .

Колінеарність векторів.

  З’ясуємо умови колінеарності векторів  і , заданих своїми координатами. Нехай  , тоді  = , де  - деяке число. Тоді 
  .
  Звідси 
              ,   ,   
тобто
                                           (3)             
Отже, координати колінеарних векторів пропорційні. І навпаки, якщо координати двох векторів пропорційні, то ці вектори колінеарні.

Координати точки.

  Довільній точці М простору можна зіставити у ПДСК вектор  , який називають радіус-вектором точки М. Тоді існує єдина трійка чисел (х, у, z) така, що 
                               .
  Координати  х,  у,  z  радіус-вектора  називають координатами точки М і пишуть М(х, у, z).
  Якщо відомі координати початку  та кінця  вектора , то його координати знаходять за формулою
                               

  Довжину вектора  (або відстань між точками А та В) записують так:
                                
Поділ відрізка у даному відношенні.

Нехай задано відрізок  точками  і . Тоді координати точки М(х, у, z), яка ділить цей відрізок у відношенні , тобто , знаходять за формулами
	
                                   (4)

Зокрема, координати точки, яка ділить відрізок навпіл (, такі:
	
                                
ПРИКЛАДИ  РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВИХ ЗАДАЧ.

1. Дано точки , . Знайдіть:
  а) координати, довжину, напрямні косинуси та орт вектора ;
  б) координати точки М, яка ділить  відрізок  у відношенні .
Розв'язання.
  а) 
   ;     ,    ,    .
 Орт вектора  такий:
  .
  б) , тоді

        ,      ,       .

2. Знайдіть вектор , якщо він утворює з осями координат однакові кути і .
Розв'язання. Враховуючи рівності 
,   ,   
і умову , записуємо співвідношення
                               , 
звідки дістаємо ,   ,   або .
Відповідь:     або  .

3. Чи колінеарні вектори   і   побудовані на векторах 
 і ?
Розв'язання.  Послідовно дістаємо
  
  .
  Оскільки координати векторів  і  не пропорційні, то ці вектори не колінеарні. 
4. Початком вектора  є точка  . Знайдіть координати точки Р, яка є кінцем вектора .
Розв'язання. Враховуючи умову рівності двох векторів, дістанемо
         , 
або
         

звідси    ,  , тобто  - кінець вектора .

5. Відомо, що вектори     та   колінеарні. Знайдіть   і  .
Розв'язання. Записуємо умову колінеарності заданих векторів:

                                         
звідси  , .

Питання для самоконтролю:
1.Що таке вектор
2.Які вектори називаються колінеарними
3.Які вектори – рівні?
4.Як знайти довжину вектора
5.Що таке скалярний добуток двох векторів
6.Як обчислити проекцію вектора на вектор?
7.Сформулюйте формулу для обчислення кута між векторами
Домашнє завдання:
[1], с. 279…281, [5]с. 79…81     
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Лекція №8

з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	  Полярні координати

	Мета заняття
	Сформувати вміння та навички використання полярної системи координат

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект	


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	15 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	50 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання: 
[1], с. 283…284
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.
Навчальні матеріали лекції
Полярна система координат - двовимірна система координат, в якій кожна точка на площині визначається двома числами - полярним кутом і полярним радіусом. Полярна система координат особливо корисна у випадках, коли відносини між точками простіше зобразити у вигляді радіусів і кутів; в більш поширеною, декартовой або прямокутної системі координат, такі відносини можна встановити тільки шляхом застосування тригонометричних рівнянь.
            Полярна система координат задається променем, який називають нульовим або полярною віссю. Точка, з якої виходить цей промінь, називається початком координат або полюсом. Будь-яка точка на площині визначається двома полярними координатами: радіальної і кутовий. Радіальна координата (зазвичай позначається) відповідає відстані від точки до початку координат. Кутова координата, також називається полярним кутом або азимутом і позначається, дорівнює розі, на який потрібно повернути проти годинникової стрілки полярну вісь для того, щоб потрапити в цю точку.
[image: ]
Знайдена таким чином радіальна координата може набувати значень від нуля до нескінченності, а кутова координата змінюється в межах від 0 ° до 360 °. Однак, для зручності область значень полярної координати можна розширити за межі повного кута, а також дозволити їй приймати негативні значення, що відповідає повороту полярної осі за годинниковою стрілкою.
Кожна точка в полярній системі координат може бути визначена двома полярними координатами, що зазвичай називаються (радіальна координата) і (кутова координата, полярний кут, азимут). Координата відповідає відстані до полюса, а координата дорівнює розі в напрямку проти годинникової стрілки від променя через 0 ° (іноді називається полярною віссю).
Однією з важливих особливостей полярної системи координат є те, що одна і та ж точка може бути представлена ​​безліччю способів. Це відбувається тому, що для визначення азимута точки потрібно повернути полярну вісь так, щоб він вказував на точку. Але напрямок на точку не зміниться, якщо здійснити довільне число додаткових повних обертів. 
Для позначення полюса використовують координати. Незалежно від координати точка з нульовим відстанню від полюса завжди знаходиться на ньому. Для отримання однозначних координат точки, зазвичай слід обмежити значення відстані до невід'ємних значень, а кут до інтервалу (в радіанах)
              
Кути в полярних координатах задаються або в градусах, або в радіанах, при цьому. Вибір, як правило, залежить від області застосування. В навігації традиційно використовують градуси, в той час як в деяких розділах фізики, і майже у всіх розділах математики використовують радіани.
Розв’язування практичних завдань
Індивідуальні завданння
Завдання 1.Побудувати криву в полярній системі координат
1.      
1.    
1.       
1.   
1.  
1. 
1.     
1.      
1.     
1.     
1.    
1.  
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
1. 
Питання для самоконтролю:

1.Сформулюйте означення полярної системи координат?
2.Сформулюйте означення полярного кута?
3.Сформулюйте означення радіус-вектора?
4.Наведіть формули переходу до полярних координат?
5.Як будувати в полярній системі координат.
Домашнє завдання: 
[1], с. 283…284
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Лекція №9

з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Похідна, правила та формули диференціювання.

	Мета заняття
	сформувати у студентів поняття похідної функції, геометричного, механічного та фізичного змістів похідної,  вміння диференціювати елементарні та складені функції.

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 95…98
[5] с. 238…250
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.

Навчальні матеріали лекції
Означення похідної





  Нехай функція   визначена на проміжку . Візьмемо будь-яке значення  із цього проміжку і надамо йому приросту .


Різниця  називається приростом функції в точці 




Приріст аргументу  може набувати як додатних, так і від’ємних значень, але так, що значення   не виходить за межі області визначення функції  .


  Похідною функції  у точці  називається границя відношення приросту функції до приросту аргументу, коли останній прямує до нуля, тобто                         

                                 .



Позначення похідної : 
                                                                                                            
                                                                                              
                              y                                           y=f(x)                 
                                                                                           
                                          N                                                    
                                f(x +x)                                                                                                
                                                                 P              
                                       f(x)                                                                                                 
                                                    M                                                         
                                              
                                                 x          x + x               x 




Процес знаходження похідної називається диференціюванням.  Функція, яка має скінченну похідну в точці , називається диференційованою в цій точці.







Геометричний зміст похідної : похідна   у точці  дорівнює кутовому коефіцієнту дотичної до графіка функції  у точці, абсциса якої дорівнює  , тобто де - кут між дотичною та віссю.



Рівняння дотичної, проведеної до графіка функції у точці М, має вигляд                , де 
Нормаллю до кривої називають пряму, що проходить через точку дотику, перпендикулярно до дотичної – це пряма MN, тоді рівняння буде 

                                                







Фізичний зміст похідної: Якщо функція  описує деякий фізичний процес, то похідна  є швидкістю зміни цього процесу. Тобто, яку б фізичну залежність не відображала функція , відношення  можна розглядати як середню швидкість зміни функції  відносно аргументу  , а похідну - як миттєву швидкість зміни цієї функції.







Механічний зміст похідної: Якщо - закон прямо лінійного руху матеріальної точки, то похідна - це швидкість  точки в момент часу , а друга похідна  - миттєве прискорення  точки в момент. Тобто                       

                                                    
Основні правила диференціювання.



Нехай - диференційовані в точці  функції, С-стала. Тоді правильні формули :
1) (u  v) = u  v
2) (uv) = uv + uv

3), если v  0

4)

Таблиця похідних (формули диференціювання основних елементарних функцій)

1)С  = 0;		                            9) 


2);		                 10)


3) 		                 11) 


4) 	            	       12) 


5) 	                                  13) 


6)                               14)  


7)	  	                        15) 


8)                           16)  
Похідна оберненої функції


   Нехай  і  - пара взаємно обернених функцій.





Теорема: Якщо функція  строго монотонна на інтервалі  і має відмінну від нуля похідну  у довільній точці цього інтервалу, тоді існує обернена функція   , яка також має похідну  причому                                                     

                                                             
1. Користуючись означення похідної, знайти похідну функції                    

                                                 
Розв’язання. За означенням похідної маємо


 



2.Знайти за означення похідну функції 
Розв’язання. За означенням похідної маємо




Знайти похідні функцій

1)       



Розв’язання. 

2)       
Розв’язання. 






3)
Розв’язання. 



4) 
Розв’язання. 





Питання та завдання до контролю знань студентів

1. Дайте означення похідної функції.
2. Назвіть геометричний зміст похідної функції.
3. Назвіть правила диференціювання.
4. Дайте означення диференційованої функції.
5. Назвіть формули диференціювання.

Домашнє завдання:
[1] с. 95…98
[5] с. 238…250
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Лекція №10
з навчальної дисципліни Вища математика
	Тема
	Похідна складної  функції.

	Мета
	вдосконалити навички та  вміння диференціювати елементарні та складені функції.

	
	

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорні конспекти, конспекти лекцій з даної теми.


Час – 2 години
План проведення практичного заняття
	Структура практичного заняття
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті 

	2 Повідомлення теми, формулювання мети та основних завдань
	10хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, формулювання мети, огляд головних питань практичного заняття

	3 Основна частина 
	50хв
	Головне місце приділяється розбору та розв’язуванню прикладів, поточному контролю (фронтальне опитування), узагальненню висунутих положень

	4 Заключна частина 
   Домашнє завдання: 
  [1], с. 98…100
	15хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого матеріалу 



Література
1. Богомолов, Н. В. Практические занятия по математике[Текст]  / Н. В. Богомолов. – М.: Высшая школа, 1990. – 495 с.







Навчальні матеріали
Похідна складеної функції






   Якщо функція має похідну в точці  , а функція  - у відповідній точці  , то складена функція  диференційована в точці , причому  

                                           .




Тобто , похідна складеної функції ,  дорівнює добутку похідної від зовнішньої функції, взятої по внутрішньому аргументу , і похідної від внутрішньої функції, взятої по незалежній змінній 
Похідна  складеної  показникової  функції.
Складеною показниковою функцією називається функція, у якої основа і показник степені є  функціями від   ,  наприклад:  ,  ,   ,   , тобто функція .
Для того, щоб знайти похідну функції  , треба прологарифмувати обидві частини  даного рівняння, а потім їх  продиференціювати , вважаючи  функцією від  .
Приклад:
Обчислити похідну функції  .
Розв’язування: Прологарифмуємо дану рівність:   .  Користуючись властивостями логарифмів, отримаємо:        . Диференціюємо отриману рівність:        ,      .
Звідки    .

Знайти похідні складених функцій

1) 
Розв’язання. 


. Позначимо ,

тоді  . Далі отримаємо 

2)   
Розв’язання. 


Позначимо , де ,тоді отримаємо



3) 
Розв’язання. 








Знайти похідні складених функцій.




1)            2)      3)         4) 




5)        6)    7)      8) 



9)       10)   11)    



Питання для підготовки до практичного заняття:
1. Похідна функції
2. Похідна складеної функції

Домашнє завдання: 
[1], с. 98…100

	
	Розробив: викладач   Коба Ю.В.
Розглянуто та схвалено
на засіданні предметної (циклової) комісії математики та інформатики
Протокол №     від               .2017 р.
Голова комісії ________О.М.Малик





Лекція №11

з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Проміжки монотонності. Екстремуми функції.

	Мета заняття
	ознайомити студентів з поняттям критичної точки, признаками зростання, спадання, сталості функції на проміжку, сформувати вміння використовувати ці признаки при розв’язуванні завдань.

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 105…110
[4] с. 218…222
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Богомолов, Н. В. Практические занятия по математике[Текст]  / Н. В. Богомолов. – М.: Высшая школа, 1990. – 495 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 1. – 295 с.
Навчальні матеріали лекції
Проміжки монотонності функції











Функція  називається зростаючою( спадною) на інтервалі , якщо для довільних двох точок і із інтервалу таких, що ,виконується нерівність      ().
Теорема(достатня умова зростання (спадання) функції)


Нехай функція  диференційована на інтервалі . Тоді 






1) якщо    для всіх , то функція  зростає на 






2) якщо    для всіх , то функція  спадає на 






3) якщо    для всіх , то функція  стала на .
Теорема(необхідна умова зростання(спадання) функції)

Якщо диференційована на інтервалі  функція зростає 





( спадає ), то   () для всіх .





Точка  називається точкою локального максимуму ( мінімуму) функції , якщо існує такий окіл  точки  , який належить області визначення функції, і для всіх  з цього околу виконується нерівність  




                             ().
Точки локального максимуму і локального мінімуму називається точками локального екстремуму , а значення функції у цих точках називається відповідно локальним максимумом і локальним мінімумом або локальним екстремумом.
Теорема1(необхідна умова локального екстремуму)



Якщо функція  має в точці  локальний екстремум і диференційована в цій точці, то 
Точки, в яких похідна дорівнює нулю, називаються стаціонарними. Точки, в яких похідна дорівнює нулю або не існує, називаються критичними. Критичні точки – це точки можливого екстремуму.
Теорема 2 (перша достатня умова локального екстремуму)












Нехай  -  критична точка функції , яка в цій точці неперервна, і нехай існує окіл ;точки , в якому функція має похідну. Тоді 1) якщо в інтервалі ; похідна  , а в інтервалі ; похідна, то точка - локальний максимум функції;







2) якщо в інтервалі ; похідна  , а в інтервалі ; похідна, то точка - локальний мінімум функції ;







3) якщо в обох інтервалах ;і;похідна має той самий знак, то точка  не є екстремальною точкою функції .
Теорема 3 (друга достатня умова локального екстремуму)









Нехай  - стаціонарна точка функції , тобто , і в околі точки  існує друга неперервна похідна , причому  .Якщо , то - точка локального мінімуму, якщо , то - точка локального максимуму.
Правило дослідження функції на екстремум:


1)знайти критичні точки функції . Для цього слід розв’я зати рівняння  і серед його розв’язків  вибрати тільки ті корені , які є внутрішніми точками області існування функції, знайти точки в яких похідна існує;
2)якщо критичні точки є, то треба дослідити знак похідної в кожному з інтервалів, на які розбивається область існування цими критичними точками. Для цього достатньо визначити знак похідної в якій-небудь одній точці інтервалу, оскільки похідна може змінити знак лише переходячи через критичну точку;


3) за зміною знака  при переході через критичні точки зліва направо визначити точки максимумів та мінімумів і обчислити значення функції  в цих точках .
Означення 1. 



Інтервал , який містить точку , називають околом точки  .

Зрозуміло, що будь-яка точка має безліч околів. Наприклад, проміжок  - один з околів точки 2,5. Разом з тим цей проміжок не є околом точки 3.



На рисунку 1 зображено графіки чотирьох функцій. Усі ці функції мають спільну особливість: існує окіл точки  такий, що для всіх  з  цього околу виконується нерівність .
[image: ]
а		    б			в		 г
Рис.1
Означення 2. 





Точку  називають точкою максимуму функції , якщо існує окіл точки  такий, що для всіх  з цього околу виконується нерівність .



Наприклад, точка  є точкою максимуму функції  (рис.2). Пишуть .
[image: ]
Рис.2

На рис. 1 .
Означення 3.
Точку  називають точкою мінімуму функції , якщо існує окіл точки  такий, що для всіх  з цього околу виконується нерівність 
.
Наприклад, точка  є точкою мінімуму функції  (рис. 9.2). Пишуть .
На рисунку 3 зображено графіки функцій, для яких  є точкою мінімуму, тобто  .
Рис. 3






Точки максимуму і мінімуму мають спільну назву: їх називають точками екстремуму функції (від латинського ехtreтит — крайній).
На рисунку 4 точки  є точками екстремуму.Рис. 4	Рис 5

З означень 2 і 3 випливає, що точки екстремуму є внутрішніми точками області визначення функції. Тому, наприклад, точка  не є точкою мінімуму функції  (рис. 5), а точка   не є точкою максимуму функції (рис. 6). Разом з тим найменше значення функції  на множині [0; +со) дорівнює нулю, тобто
 а

На рисунку 7 зображено графік деякої функції , яка на проміжку  є константою.
[image: ]
[image: ]
	Рис.6				Рис.7
Оскільки нерівності 
 і , які використовуються в означеннях 2 і 3, є нестрогими, то можна зробити такий висновок: точка  є точкою максимуму, точка  — мінімуму, а будь-яка точка інтервалу  є одночасно як точкою максимуму, так і точкою мінімуму функції .
Графіки функцій, зображених на рисунках 8 і 9, показують, що точки екстремуму можна поділити на два види: ті, у яких похідна дорівнює нулю (на рис. 8 дотична до графіка в точці з абсцисою  є горизонтальною прямою), і ті, у яких функція недиференційовна (рис. 9).
[image: ]
	Рис.8.				Рис.9.
Дійсно, справедливою є така теорема
Теорема 1.
Якщо   є точкою екстремуму функції , то або , або функція  не є диференційовною в точці .
Виникає природне запитання: чи обов'язково є точкою екстремуму внутрішня точка області визначення функції, у якій похідна дорівнює нулю або не існує?
Відповідь на це запитання заперечна.
Наприклад, на рисунку 9.10 зображено графік функції, недиференційовної в точці . Проте точка   не є точкою екстремуму.Рис. 10

Наведемо ще один приклад. Для функції маємо:  Тоді . Проте точка  не є точкою екстремуму функції .
Ці приклади показують, що теорема 1 дає необхідну, але не достатню умову існування екстремуму в даній точці.

Означення 4.
Внутрішні точки області визначення функції, у яких похідна дорівнює нулю або не існує, називають критичними точками функції.
Наприклад, точка  є критичною точкою функцій
 і ; точка  є критичною точкою функції .
Із сказаного вище випливає, що кожна точка екстремуму функції є її критичною точкою, проте не. кожнаРис. 12

критична точка є точкою екстремуму. Іншими словами, точки екстремуму слід шукати серед критичних точок. Цей факт проілюстровано на рисунку 12.
На рисунку 13 зображено графіки функцій, для яких   є критичною точкою.
На рисунках 13, а, б, в, г критична точка   є точкою екстремуму, на рисунках 13, ґ, д критична точка   не є точкою екстремуму.
[image: ]Рис.13
Наявність екстремуму функції в точці   пов'язана з поведінкою функції в околі цієї точки. Так, для функцій, графіки яких зображено на рисунках 13, а-г, маємо: функція зростає (спадає) на проміжку (а; ] і	спадає (зростає) на проміжку  .
Функції, графіки яких зображено на рисунках 13, ґ, д, такої властивості не мають: перша з них зростає на кожному з проміжків (а; х0] і , друга — спадає на цих проміжках.
Узагалі, якщо область визначення неперервної функції розбито на скінченну кількість проміжків зростання і спадання, то легко знайти всі точки екстремумів (рис. 14).

Ви знаєте, що за допомогою похідної можна знаходити проміжки зростання (спадання) диференційовної функції. Дві теореми, наведені нижче, показують, як за допомогою похідної можна знаходити точки екстремуму функції.
Теорема 2. (ознака точки максимуму функції)
Нехай функція  є диференційовною на інтервалі  і х0 — деяка точка цього інтервалу. Якщо для всіх   виконується нерівність , а  для всіх  виконується нерівність , то точка х0 є точкою максимуму функції  (рис. 13, а).
Теорема 3. (ознака точки мінімуму функції)
Нехай функція  є диференційовною на інтервалі  і х0 — деяка точка цього інтервалу. Якщо для всіх   виконується нерівність , а  для всіх  виконується нерівність , то точка х0 є точкою максимуму функції  (рис. 13, б).
Приклад 1. 
Знайдіть точки екстемуму функції:
1) 			2) 
3) 					4) 
Розв’язання.
1) Маємо  	Методом інтервалів дослідимо знак похідної в колах критичних точок  Отримуємо,що 
2) 
Дослідивши знак похідної отримуємо:

3) Маємо:

Дослідимо похідної в околах критичних точок  Маємо, що 
4) Маємо: 
Якщо то якщо  Отже, критична точка  є точкою мінімуму, тобто  



Питання та завдання до контролю знань студентів

1. Дайте означення критичної точки.
2. Назвіть признак зростання, спадання функції.
3. Назвіть признак сталості функції.
4. Назвіть достатню умову локального екстремуму.
5. Назвіть необхідну умову локального екстремуму.

Домашнє завдання: [1] с. 105…110          [4] с. 218…222


	
	Розробив: викладач   Коба Ю.В.
Розглянуто та схвалено
на засіданні предметної (циклової) комісії математики та інформатики
Протокол №     від                .2017 р.
Голова комісії ________О.М.Малик





Лекція №12

з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Невизначений інтеграл, основні властивості та формули інтегрування.

	Мета заняття
	повторити, узагальнити й систематизувати знання студентів про первісну та інтеграл, сформувати вміння знаходити первісну функції та обчислювати визначений та невизначений інтеграли.

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 188…194
[4] с. 262…269
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.


Навчальні матеріали лекції
Поняття первісної та невизначеного інтегралу
   Згадаємо приклад  із механіки. Якщо у початковий момент часу    швидкість тіла дорівнює 0, тобто  , то при вільному падінні тіла до моменту часу  пройде шлях     (1) .  Формула (1) була отримана Галілеєм за допомогою експерименту. 
  Диференціюванням знаходимо швидкість:              .
  Друге диференціювання дає швидкість:     , тобто прискорення стале.
  Більш типово для механіки інше положення: відомо прискорення точки   (в нашому випадку воно стале), треба знайти закон зміни швидкості   , а також знайти координату .  Іншими словами, за заданою похідною , яка дорівнює , треба знайти , а потім за похідною , яка дорівнює , знайти .
  Для розв’язування таких задач служить операція інтегрування, обернена операції диференціювання.
  Функція    називається первісною для функції    на заданому проміжку, якщо для всіх   із цього проміжку   .
Приклад . Функція   є  первісною для функції   на проміжку  , так як     для всіх   . 
Ознака сталості функції.  Якщо  на деякому проміжку , то функція   - стала на цьому проміжку.
Теорема.  Довільна первісна для функції    на проміжку  може бути записана у вигляді  , де   - одна із первісних для функції    на проміжку   , а  - довільна стала.
Таблиця первісних.

	Функція
	 (стала)
	 
()
	
	
	
	
	
	

	
Первісна

	

	
	
	
	
	
	
	



Правила знаходження первісних.
Правило 1.  Якщо  є первісною для  , а   - первісна для  , то    є первісною для  .
Правило 2.  Якщо  є первісною для  , а    - стала, то функція   - первісна  для  .
Правило 3.  Якщо  є первісною для , а    і    - сталі , причому  , то  є первісною для .
Приклад 1.  Знайти загальний вигляд первісних для функції   .
Так як для    одною із первісних є     ,   а для        одною із первісних є    , за правилом 1 знаходимо: одною із первісних для функції     буде  .
Відповідь:  .

Приклад 2.  Знайти одну із первісних для функції  .
Так як для  одною із первісних є   , користуючись правилом 2, отримаємо  відповідь:  .

Приклад 3.  Знайти одну із первісних для функції  .
Для    одною із первісних є   , тому за правилом 3 шукана первісна 
 

Приклад 4.  Знайти одну із первісних для функції   .
Так як для    первісною є    , за правилом 3 шукана первісна дорівнює
   .

            Функцію F(x) називають первісною функції f(x) на проміжку (a,b) , якщоF(x) диференційована на (a,b) і виконується рівність                    
            Сукупність усіх первісних F(x) +С ,  функції f(x)  на (a,b)  називається невизначеним інтегралом функції f(x)  і позначається так:        
Термін «інтеграл» походить від латинського слова integralis – цілісний.
Властивості невизначеного інтегралу:
1.
2.
3.
4.
5.
6.Якщо   і  - довільна функція, що має неперервну похідну, то       , зокрема         
Операція відшукання невизначеного інтегралу від функції називається інтегруванням цієї функції.
Таблиця основних інтегралів
Інтеграли цієї таблиці називаються табличними. Мета існуючих методів інтегрування полягає в тому, щоб звести шуканий інтеграл до табличного. Внаслідок інваріантності кожен табличний інтеграл «породжує» безліч інтегралів, що легко відшукуються на основі табличного.
Нехай  – довільна функція, що має на деякому проміжку неперервну похідну  . Тоді на цьому проміжку справджуються такі формули, що зведені у таблиці:
	        Інтеграл
	       Первісна  
	        Інтеграл
	        Первісна

	1
	

	   С
	9
	

	
          

	2
	

	

	10
	

	
ln

	3
	

	
        
	11
	

	


	4
	

	        ex + C
	12
	

	
    

	5
	

	       -cosx + C
	13
	

	           tgx + C

	6
	

	        sinx + C
	14
	

	        -ctgx + C

	7
	

	   -lncosx+C
	15
	

	
      arcsin + C

	8
	

	     lnsinx+ C
	
	
	



Основні методи інтегрування
1. Метод безпосереднього інтегрування.
2. Метод підстановки ( заміни змінної)
3. Метод інтегрування частинами.

Метод безпосереднього інтегрування базується на використанні таблиці інтегралів, властивостей лінійності інтеграла та інваріантності формул інтегрування.

Приклади розв’язання типових задач
I.Знайти інтеграли, використовуючи метод безпосереднього інтегрування.
1. . При кожному інтегруванні виникають проміжні довільні сталі: , але тоді 2 + + – також є довільною сталою. Тому надалі стала  означатиме суму всіх проміжних сталих.
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8.  
9.
 


Питання та завдання до контролю знань студентів

1. Дайте означення первісної функції.
2. Назвіть властивості первісних.
3. Дайте означення невизначеного інтегралу.
4. Назвіть таблицю первісних.
5. Які методи інтегрування вам відомі?



         Домашнє завдання: [1] с. 188…194       [4] с. 262…269

	
	Розробив: викладач   Коба Ю.В.
Розглянуто та схвалено
на засіданні предметної (циклової) комісії математики та інформатики
Протокол №     від                .2017 р.
Голова комісії ________О.М.Малик





Лекція №13

з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Методи інтегрування. Метод заміни змінної у невизначеному та визначеному інтегралах.

	Мета заняття
	ознайомити студентів з методом інтегрування підстановкою, сформувати вміння обчислювати невизначений та визначений інтеграли методом підстановки.

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 198…203
[4] с. 271…280
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Богомолов, Н. В. Практические занятия по математике[Текст]  / Н. В. Богомолов. – М.: Высшая школа, 1990. – 495 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.
Навчальні матеріали лекції
Метод підстановки ( заміни змінної)
Внесення функції під знак диференціала
Суть методу підстановки полягає у введенні нової змінної. При знаходженні інтегралу  застосовують підстановки таких двох видів:
1)          2) 
Тут ,  - неперервно-диференційованні функції
У першому випадку     і     
Другу підстановку доцільно виконувати, якщо підінтегральний вираз можна подати у вигляді 
                               , тоді 

У цьому випадку функція  вводиться під знак диференціала

Підстановки слід підбирати так, щоб одержані інтеграли були табличними або зводились до простіших інтегралів.
Спільним в обох способах введення нової змінної є зворотний перехід від змінної  t  до змінної  x.   
Загальних методів підбору підстановок не існує. Але є широкі класи функцій, для яких будуть указані спеціальні типи підстановок. 
Приклади розв’язання типових задач
I.Знайти інтеграли, використовуючи метод безпосереднього інтегрування.
1. . При кожному інтегруванні виникають проміжні довільні сталі: , але тоді 2 + + – також є довільною сталою. Тому надалі стала  означатиме суму всіх проміжних сталих.
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8.  
9.

II.Знайти інтеграли, використовуючи метод заміни змінної або внесення функції під знак диференціала.

2.
3. 

Вміючи достатньо диференціювати і знаючи таблиці інтегралів, змінну можна не вводити, а зразу вносити відповідну функцію під знак диференціала. При цьому часто використовують такі перетворення  диференціала:
 – стала,                    
              

5. 
6. 
7. 
8.
9.
10.
=

11.


Питання та завдання до контролю знань студентів

1. Дайте означення первісної функції.
2. Назвіть властивості первісних.
3. Дайте означення невизначеного інтегралу.
4. Назвіть таблицю первісних.
5. Які методи інтегрування вам відомі?
6. У чому полягає метод інтегрування заміною?






         Домашнє завдання: [1] с. 198…203     [4] с. 271…280




	
	Розробив: викладач   Коба Ю.В.
Розглянуто та схвалено
на засіданні предметної (циклової) комісії математики та інформатики
Протокол №    від                    .2017 р.
Голова комісії ________О.М.Малик





Лекція №14
з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Методи інтегрування. Метод інтегрування частинами у невизначеному та визначеному інтегралах.

	Мета заняття
	ознайомити студентів з методом інтегрування частинами, сформувати вміння обчислювати невизначений та визначений інтеграли методом інтегрування частинами.

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 198…203
[4] с. 271…280
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Богомолов, Н. В. Практические занятия по математике[Текст]  / Н. В. Богомолов. – М.: Высшая школа, 1990. – 495 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.

Навчальні матеріали лекції
Метод інтегрування частинами
Нехай  i  – функції, що мають на деякому проміжку неперервні похідні. Тоді      ця формула називається формулою інтегрування частинами. Вона дає змогу перейти від інтеграла          до інтеграла   .
Для відшукання інтеграла     за частинами вираз  намагаються подати у вигляді  так, щоб інтеграл      набував простішого вигляду порівняно з даним інтегралом.
Наведемо деякі типи інтегралів, які зручно знаходити методом інтегрування частинами:
1) Інтеграли виду    ,  де – многочлен .У цих інтегралах за  слід узяти множник , а за   - вираз , що залишився;
2) Інтеграли виду
 ,      де –      многочлен .У цих інтегралах слід узяти , а за   - вираз , що залишився;
3)   Інтеграли виду    , де  - дійсні числа. Після двократного  застосування методу інтегрування частинами утворюється лінійне
 рівняння відносно шуканого інтеграла. З цього рівняння знаходять інтеграл.
Знайти інтеграли, використовуючи метод інтегрування частинами.
1.

2.

3. 

4.



Питання та завдання до контролю знань студентів

1. Дайте означення первісної функції.
2. Назвіть властивості первісних.
3. Дайте означення невизначеного інтегралу.
4. Назвіть таблицю первісних.
5. Які методи інтегрування вам відомі?
6. У чому полягає метод інтегрування частинами?

         Домашнє завдання: [1] с. 198…203     [4] с. 271…280

	
	Розробив: викладач   Коба Ю.В.
Розглянуто та схвалено
на засіданні предметної (циклової) комісії математики та інформатики
Протокол №     від             .2017 р.
Голова комісії ________О.М.Малик



Лекція №15

з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Диференційні рівняння 1 порядку з відокремлюваними змінними.

	Мета заняття
	ознайомити студентів з поняттям диференціального рівняння, розв’язку диференціального рівняння, порядку диференціального рівняння , сформувати вміння визначати тип рівняння і знаходити його загальний і частинний розв’язки. 

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 243…245
[4] с. 328…335
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.
Навчальні матеріали лекції
  Рівняння, яке зв’язує між собою незалежну змінну , шукану функцію та її похідні або диференціали різних порядків, називається диференціальним рівнянням. 
  Якщо шукана функція є функцією лише однієї змінної, то диференціальне рівняння називають звичайним; якщо ж незалежних змінних дві або більше, то – рівнянням з частинними похідними.
  Порядком диференціального рівняння називається порядок старшої похідної, яка входить в це рівняння. Наприклад, рівняння   - рівняння першого порядку;  - рівняння другого порядку і т.д.
Диференціальним рівнянням першого порядку називають рівняння вигляду  
                                                       ,                   (1)
яке зв’язує незалежну змінну , невідому функцію  та її похідну . Рівняння (1) не розв’язане відносно похідної.
  Рівняння вигляду                                            (2)
 називають диференціальним рівнянням першого порядку, розв’язаним відносно похідної, або рівнянням у нормальній формі.
  Функція   , яка задовольняє диференціальному рівнянню, називається розв’язком цього рівняння. Графік розв’язку називається інтегральною кривою рівняння.
 
Теорема (про існування і єдиність розв’язку)  Нехай функція  і її частинна похідна  визначені і неперервні у відкритій області G площини О і точка  G. Тоді існує єдиний розв’язок  рівняння , який задовольняє умову  .
  Геометрично теорема Коші стверджує, що через кожну точку  G проходить єдина інтегральна крива.
  Задачу відшукання розв’язку   рівняння (2), який задовольняє початкову умову   , називають задачею Коші.  З погляду геометрії  розв’язати задачу Коші – означає виділити з множини інтегральних кривих ту, яка проходить через задану точку .
  Розв’язок диференціального рівняння, яке містить стільки незалежних змінних, який порядок рівняння, називається  загальним розв’язком  цього рівняння. 
  Функції, які отримують із загального розв’язку при різних значеннях довільних сталих, називають частинними розв’язками  цього рівняння. Для знаходження частинного розв’язку диференціального рівняння задають початкові умови. 
  Розв’язок диференціального рівняння, в кожній точці якого порушується умова єдиності, називають особливим розв’язком.  Особливий розв’язок неможливо визначити із загального при жодному значенні сталої С. 
Рівняння з розділяючимися змінними.
  Диференціальне рівняння з розділяючимися змінними  має вигляд
                          
  Для його розв’язання розділяємо змінні:
                            
Загальний інтеграл рівняння знаходиться інтегруванням:
                             
Диференціальне рівняння з розділяючимися змінними записують ще у вигляді:
                                                
Питання та завдання до контролю знань студентів
1. Дайте означення диференціального рівняння.
2. Що таке загальний розв’язок диференціального рівняння?
3. Що таке порядок диференціального рівняння?
4. Назвіть загальний вигляд рівняння з відокремлюваними змінними.
         Домашнє завдання: [1] с. 243…245           [4] с. 328…335


	
	Розробив: викладач   Коба Ю.В.
Розглянуто та схвалено
на засіданні предметної (циклової) комісії математики та інформатики
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Лекція №16

з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Лінійні диференціальні рівняння 1 порядку. 

	Мета заняття
	ознайомити студентів з поняттям лінійного диференціального рівняння, сформувати вміння визначати тип рівняння і знаходити його загальний і частинний розв’язки методом варіації довільної сталої та методом Бернулі. 

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 243…245
[4] с. 328…335
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Зайцев, И. Л. Элементы высшей математики[Текст] /  И. Л. Зайцев.– М.: Наука, 1975. – 416 с.
2. Денисюк, В. П. Вища математика:[Текст] навч. посібник у 4-х ч./ В. П. Денисюк, В.К. Репета. – К.: Книжкове видавництво НАУ, 2005. – ч. 2. – 275 с.
Навчальні матеріали лекції
  Рівняння вигляду:        (1)

називається лінійним рівнянням першого порядку.
 Якщо , то рівняння називають лінійним неоднорідним; якщо , то рівняння (1) набуває вигляду  
                                                             (2)
і називається лінійним однорідним диференціальним рівнянням першого порядку.
  Термін «лінійне рівняння» пояснюється тим, що невідома функція  і її похідна  входять до рівняння у першому степені, тобто лінійно.
  Рівняння (2) одночасно є рівнянням з розділяючимися змінними. Знайдемо його розв’язок :
                             ;   ;   ;
                             ,
звідси
                               .
Для розв’язування неоднорідних лінійних диференціальних рівнянь застосовують метод Бернуллі або метод варіації довільної сталої.
Метод Бернуллі.  Розв’язок нелінійного рівняння (1) шукають у вигляді добутку двох невідомих функцій   і , тобто  .
  Після цього рівняння (1) набуває вигляду
                          , 
або
                           (3)
  Користуючись тим, що одна із допоміжних змінних, наприклад , обрана довільно, підберемо її так, щоб вираз у квадратних дужках обертався в нуль, тобто в якості  візьмемо один із частинних розв’язків  рівняння з розділяючимися змінними
                                         .
  Підставивши вираз  у рівняння (3), отримаємо рівняння відносно функції  :
                                 .
  Це також рівняння з розділяючимися змінними. Відшукав загальний розв’язок цього рівняння , отримаємо загальний розв’язок рівняння (1):
                                              .

Метод варіації довільної сталої (метод Лагранжа).
 Розв’язок рівняння (1) шукають у вигляді  
                                 .          (4)
  При фіксованому значенні С цією формулою задається розв’язок  лінійного однорідного рівняння (2). Підставивши (4) у (1), дістанемо рівняння
         .   Звідси
                                     ,
де  - довільна стала. Тоді загальний розв’язок рівняння (1) задається формулою
                                       
Зауваження.
Деякі рівняння будуть лінійними, якщо за невідому функцію розглянути змінну х, а за незалежну – змінну у, тобто рівняння вигляду     

Рівняння Бернуллі  має вигляд  ,  де к – дійсне число (к0;1). При к=0 і к=1 дане рівняння є лінійним.
  Заміною   рівняння Бернуллі зводиться до лінійного рівняння. Або ж шукають його розв’язок у вигляді .

Знайдіть загальний розв’язок рівняння:
                                        
  Розв’язання: Дане рівняння є лінійним неоднорідним рівнянням першого порядку.
Для його розв’язання застосуємо метод Бернуллі:  ,  

,     ,    ,   ,   , 

   ,   ,     ,  ,    .

Повертаємось до рівняння з дужками (вираз в дужках дорівнює нулю):

 ,   ,    ,   .

Отже, загальний розв’язок даного рівняння такий:   .
Питання та завдання до контролю знань студентів
1. Дайте означення лінійного диференціального рівняння.
2. В чому полягає метод варіації довільної сталої.
3. Як розв’язати лінійне рівняння методом Бернуллі?
4. Назвіть загальний вигляд лінійного рівняння. 
Домашнє завдання: [1] с. 243…245  [4] с. 328…335
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Лекція №17

з навчальної дисципліни   Вища математика
	Тема
	Лінійні диференціальні рівняння вищого порядку.

	Мета заняття
	ознайомити студентів з поняттям лінійного диференціального рівняння зі сталими коефіцієнтами, сформувати вміння визначати тип рівняння і знаходити його загальний і частинний розв’язки. 

	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН

	опорний конспект


 Час –   80   хвилин
План проведення лекції
	Структура лекції
	Відведений час
	Методичні вказівки

	1 Організаційна частина
	5 хв
	Включає в себе: привітання, визначення присутності студентів на занятті

	2 Актуалізація опорних знань, перевірка вивченого матеріалу та мотивація навчальної діяльності студентів 
	10 хв
	Включає в себе: вступне зауваження, мотивацію актуальності теми, перевірку попереднього матеріалу, формулювання мети лекції, огляд головних питань теми

	3 Основна частина (викладення навчальних питань лекції)
	55 хв
	Головне місце приділяється викладенню основного змісту матеріалу теми, його аналізу, узагальненню висунутих положень.

	4 Заключна частина 
Домашнє завдання:
[1] с. 253…256 
[4] с. 346…354 
	10 хв
	Включає в себе: узагальнення, теоретичні і фактичні висновки, закріплення вивченого на лекції матеріалу 



Література
1. Богомолов, Н. В. Практические занятия по математике[Текст]  / Н. В. Богомолов. – М.: Высшая школа, 1990. – 495 с.


Навчальні матеріали лекції

 Лінійним однорідним диференціальним рівнянням другого порядку зі сталими коефіцієнтами називається рівняння вигляду:
                       (1)

                    
де    і   - сталі величини.
 Для відшукання загального розв’язку рівняння  (1) складаємо характеристичне рівняння:
                    
 Тоді загальний розв’язок диференціального рівняння (1) будується в залежності від коренів    і   характеристичного рівняння.
 Можливі  3 випадки:
1)  Корені    і   - дійсні та різні.  В цьому випадку загальний розв’язок рівняння (1) має вигляд: 
                        
2)  Корені    і   – дійсні та рівні:    . В цьому випадку загальний розв’язок рівняння (1) має вигляд: 
                        
3)  Корені    і   – комплексно – спряжені:   ,  .  В цьому випадку загальний розв’язок рівняння (1) має вигляд: 
                        

ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВИХ ЗАДАЧ.
1. Розв’яжіть рівняння:
                                         .
  Розв’язання: Записуємо характеристичне рівняння :
                                        
                                        ,    - 1-й випадок
                                          - відповідь.
2. Розв’яжіть рівняння:
                                         .
  Розв’язання:                
                                        ,    - 1-й випадок
                                          - відповідь.
3. Розв’яжіть рівняння:
                                         .
  Розв’язання:                 
                                        
                                        ,    - 1-й випадок
                                          - відповідь.
4. Розв’яжіть рівняння:
                                         .
  Розв’язання:                 
                                           - 2-й випадок
                                         - відповідь.
5. Розв’яжіть рівняння:
                                         .
  Розв’язання:                  
                                        
                                        
                                          - 3-й випадок
                                          - відповідь.
6. Розв’яжіть рівняння:
                                              ,   ,   
  Розв’язання:                 
                                        ,      
                                        
                                        
                                                              
                                          - відповідь.


Питання та завдання до контролю знань студентів


1. Дайте означення лінійного диференціального рівняння зі сталими коефіцієнтами.
2. Як виглядає загальний розв’язок рівняння, якщо корені дійсні і різні?
3. Як виглядає загальний розв’язок рівняння, якщо корені дійсні і рівні?
4. Як виглядає загальний розв’язок рівняння, якщо корені комплексно спряжені? 





         Домашнє завдання: [1] с. 253…256           [4] с. 346…354
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